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1 Introduccion

La ecuacidn de ondas es sin duda uno de los ejemplos mis clisicos y relevantes a
los que se recurre en el estudio de las Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP).
Pero no es un ejemplo meramente académico, ni mucho menos. En efecto, los
primeros estudics sobre esta ecuacion a los que nos releriremos més adelante, se
realizan a finales del siglo XVIII, época en la que se estaban estableciendo log
pilares fundamentales del Andlisis Matemitico, tal y como lo entendemos hoy.
Los desarrollos posteriores que se han producido han ide frecuentemente ligados
a avances importantes en Andlisis de Fourier, Optica Geométrica, Analisis
Numérico, etc. de modo que, cabria decir, la ecuacion de ondas ha sido uno
de los protagonistas mis destacados de las Matemdticas de estos dos dltimos
siglos.

En estas notas no pretendemos describir exhaustivamente la historia de
la ecuacién de ondas y/o de las Matematicas que han intervenido o se han
generado a través de ella. Tampoco haremnos una deseripeion rigurosa del estado
en el que hoy se encuentra la investigacion sobre la ecuacién de ondas y sus
variantes, Nuestro ohjetive al escribir estas notas no es mas que introdueir
algunos conceptos clisicos relacionados con la ecuacién de ondas desde un punte
de vista histdrico, para despuds presentar algunos avances mis recientes que, si
bien no exigen unas Matematicas muy avanzadas, permiten entrever la riqueza
de la problemdtica que esta ecuacion encierra v las ideas necesarias para su
comprension.

Buena parte de estas notas estdn dedicadas al caso de una sola dimensidn
espacial, en la que la ecuncidn de ondas es un modelo simple para la deseripaidn
de las vibraciones de una cuerda, Mencionaremos muy brevemente cdino la
Optica Geométrica ha de interveuir de manera crucial al pasar de una a varias
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dimensiones espaciales. En varias dimensiones, Ja ecuacidn de ondas es un
modelo vélido para describir las vibraciones de un tambor o la propagacion
de ondas actsticas. [lustraremos a través de un articulo reciente dedicado
a los terremotos en el entorno de la ciudad de Grenoble (Francia), cémo las
ecuaciones de tipo ondas pueden ser de gran utilidad a la hora de simular y
predecir la propagacién de ondas sismicas y sus efectos en nuestras cludades y
construcciones, Este ejemplo muestra con claridad lo que antes menciondbamos.
La ecuacién de ondas no es sdlo un bello ejemplo de EDP sino que es un
instrumento 0til para entender el mundo que nos rodea.

Normalmente, en la teoria de Ecuaciones Diferenciales, nos encontramos
ante problemas dircetos. Por ejemplo, dada una ecuacién diferenclal y los
datos iniciales, caleular la solucién correspondiente. Se trata del problema de
Cauchy. Esto es asi cuando, conociendo las propiedades del medio queé nos
rodea, las leyes que gobiernan un determinado fendmeno fisico v la situacidn
en ¢l presente, pretendemos hacer una prevision de futuro. En definitiva, se
trata de aquellas situaciones en las que disponemos de un modelo matematico.
Pero en muchas de las aplicaciones mas relevantes (prospeccion petrolifera,
tomograffa computerizada, etc.) nos encontramos ante problemas inversos,
Se trata, como su propio nombre indica, de realizar el proceso inverso y, mas
concretamente, de identificar los pardmetros de una ecuacion diferencial de la
que desconocemog, por ejemplo, el valor de sus pardmetros, que modelice un
determinado fendmeno del que conocemos las soluciones o alguna informacion
sobre las mismas. Se trata por tanto de invertir la aplicacién que hace
corresponder a una ecuacién diferencial sus soluciones. Por lo tanto, en esta
ocasion, pretendemos determinar las propiedades de un medio o material o
lag leyes que gobiernan un determinado fendmeno, a través de observaciones
y mediciones experimentales reales. Mostraremos mediante un ejemplo cdmao,
mediante informaciones suficientes sobre el problema directo, puede también
resolverse el problema inverso.

Por idltino, en el capitulo 6, abordaremos el problema de las aproximaciones
numéricas. 31 bien confiamos que las conclusiones fundamentales sean accesibles
a un amplio grupo de lectores, esta seccldn coutiene algunos desarvollos mds
técnicos que, en cualguier caso, deberfan ser asimilables por aquellos que
dispongan de una formacidn bdsica en Beuaciones Diferenclales Ordinarias
(EDO}.

La motivacion de esta (ltima seecién es bien simple. Hoy en dia cualquier
estudio que tenga como objetivo una aplicacién tecnoldpica o industrial real,
ha de ir acompanado de simulaciones numéricas que permitan realizar calenlos
efectivos en &) ordenador. Al discretizar la ecuacion de ondas o, de manera mas
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general, cualquier sistema continuo, nos encontramos con sistemas discretos
o0 semi-discretos que conflamos reproduzean la dindmica de la ecuacién de
ondas original. Pero {recuentemente nos encontramos ante una situacidn
aparentemente paraddjica. A pesar de haber elegido la discretizacidn con
criterios mis que razonables, a menudo el esquema discreto o semi-discreto posee
solucicnes espurias que nada tienen que ver con la ecuacién de ondas original. Se
nos plantea entonces un problema que irremediablemente hemos de abordar de
forma rigurosa. ;Cdmo podemos identificar las informaciones espurias que un
método numérico properciona y qué podemos hacer para eliminarlas? En otras
palabras, a pesar de la creciente potencia de log ordenadores, jeomo podemos
saber que lo que caleulamos es efectivamente una buena aproximacién de la
realidad? ;Cémo discernir entre la realidad virtual que sélo es producto del
proceso de aproximacién en el ordenador y la realidad del mundo que nos
rodea? Veremos que el Andlisis Matemitico es una manera eficiente (81 no
indispensable) en este proceso de discernimiento, Fste nos permite llegar a
conclusiones interesantes: A pesar de la ereciente potencia de céleulo de los
ordenadaores, ¢l método matemdtico no puede ser suplantado por éstos.

Una de lag primeras leceiones que cualquier texto de Andlisis Numérico
de EDP ensefia es que no basta con que un método numérico parezca bien
adaptado a la ecuacidn (lo que se denomina consistencia del método), sino que,
si queremos garantizar su convergencia, hemos también de probar su estabilidad.
La eondicién de estabilidad asegura que pequefios errores iniclales (inevitables
en la prictica) no sean magnificados por el esquema nuimérico hasta corromper
por completo la solucién. Esto puede considerarse una primera prueba de algo
que conviene tener siempre presente: A pesar de la enorme capacidad de cdlculo
de los ordenadores de hoy en dia o, in¢luso, a pesar de la aparente consistencia de
los esquemas numéricos utilizados, no podemos tener certeza de que las imdgenes
que el ordenador proparciona sea fiel reflejo de la realidad, salvo que realicemos
previamentie un Andlisis Matemdtico rigurose,

Los resultados que presentamos en la dltima seceién son una nueva prueba
de este hecho ya conocido, si bien en este caso la carencia del método numérico
utilizado es un poco mds dificil de detectar y acontece en problemas como los
mencionados en esa seccitn, de cardcter inverso y de control, en log que el dato
inicial del problema no es conocido a priori.

La ecnacitn de ondas que analizamos en esta seccidn es un sistema puramente
conservalivo en el que hemos ignorado todo efecto disipativo y de rozamiento,
Sin embargo, en muchos procesos [sicos, estos efectos esidn presentes y son
también relevantes desde el punto de vista de la simulacion nunérica puestos
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soluciones numeéricas espurias.

Hay muchos otros temas relacionados con la ecuacién de ondas, igualmente
interesantes, de los que podria hablarse. La eleccion realizada en este articulo
ne es mas que una de las muchas posibles. El lector interesado podrd consultar,
entre otros, el artfculo divulgativo de A. Nachbin [N].

Antes de concluir esta introduccién deseo agradecer a A. Rodrigues-Bernal
por haber llamado mi atencién sobre el articulo [CBBH], a J. Duocandikoetzea
por haberme clarificado algunos aspectos histdricos del Andlisis de Fourler, a
M. Pinillos por la atenta lectura de estas notas y sus constructivas sugerencias.
Finalmente, agradezeo a R. Rodriguez del Rio sus correcciones y haber realizado
las figuras del articulo.

2 Las férmulas de d’Alembert y D. Bernouilli

Consideremos la ecuacidn de ondas

Upp = Ugz = 0, O<z<L, t>0
ulD, f) = u(L, ) =0, >0, (1)
w(z, 0) = ug{z), w2, 0) = u(z), 0<o< L.

El sistema (1) es un modelo simple para el andlisis de las vibraciones de
una cuerda de longitud L (que ocupa el intervalo espacial 2 € (0, L)) y fja en
sus extremos ¢ = 0, L. La incdgnita v = u(z, ), que depende del espacio = y
del tiempo ¢, denota la altura a la que se encuentra el punto = de la cuerda
(del intervalo (0,L)), en el instante de tiempo £ Se {rata de una ecuacién
en derivadas parciales de orden dos, complementada por dos condiciones de
contorno que reflejan el que la cuerda esté {ija en sus extremos,

En la iltima ecuacion de (1) se establecen las condiciones iniciales que la
solucidn ha de satisfacer en el instante 1, Al tratarse de una ecuacidn de segundo
orden en tiempo imponemos tanto la configuracidn inicial de w, uy, como la
velocidad .

Mediante 1, (resp. w,) denotamos la derivada parcial de u con respecto a
¢ (resp. 2). De este modo, uy representa la derivada parcial de orden dos de
u con respecto de ¢ dos veces, Mis adelante también utilizaremos la notacion
& (resp. O) para denotar el operador de derivacidn parcial con respecto a ¢
(resp. =}, Asimismo & (resp. 02), denctard ¢l operador de derivacién parcial
con respecto ot (resp. x) dos veces,

Este es uno de los modelos mas clisicos que se analiza sistemdticamente en
todos los textos bisicos de Ecuaciones en Derivadas Parciales,

En 1747 4’ Alembert en [D1,2] propuse la siguiente expresidn para lasolucion
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general de la ecuacidn de ondas sin condiciones de contorno
u(z,t) = flz+t) +gla—1). (2)

Conviene observar que la expresion de la solucidn w que (2) proporciona no es
mds que la superposicion de dos ondas de {ransporte: f(x+1) que se desplaza sin
deformarse a velocidad uno en la direccidon negativa del eje de las ¢, mientras
que gz — ¢) lo hace hacia la derecha. No es dificil legar a la conclusion de
que (2) proporciona la expresion de la solucidn general de la ecuacidn de ondas.
En efecto, basta observar que el operador diferencial 82 — 82 involucrado en la
ecuacion de ondas se puede factorizar como

0 = 3 = (8, +0.) (B - Bs). @)

Vemos entonces que las dos ondas de transporte en lag que se descompone la
solucion, corresponden a lag soluciones de las ecuaciones

(O +8efu=10; (0 —d:)u=10 (4)

respectivamente. En efecto, la solucidn de la primera ecuacion es de la forma
= glz — ¢} micntras que la de la segunda es u = flo +1).
Posteriormente, D, Bernouilli en 1753 en [Be] obtuvo soluciones de la
ecuacion de la cuerda vibrante de la siguiente forma:

. km ke . km
U= g {ak sin (f!) + by cos ( T !.)} sin ( 7 1:) . (5)

De este modo se dicron los primeros posos en el establecimiento de uno de
los métodos clisicos en la resolucion de las EDP: el médtodo de separacidn de
varisbles o de Fourier.

Cabe plantearse por qué este méiodo lleva el nombre de ). Fourjer si D.
Bernouilli ya lo utilizd. Este es as{ pornue sélo en el histérico trabajo de 1822
de J. Fourier sobre la ecuacidn del calor [F] quedd completamente establecido
el programa a seguir a la hora de resolver una EDP a través de este método y
que inveluera variag etapas:

e Descomposicion de los datos del problema en series de Fourler.

e Obtencion de la evolucion de coada coeficiente de Fourier en funcidn de la
EDP v de los dalos.

s Reconstruceidn de la solucién como superposicidn de cada una de las

+

componenies de Fourler (serie de Fourier).
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Si bien D. Bernouilli obtuvo efectivamente una expresién del tipo (5), en
su tiempo afin no estaban claras las nociones de funcién y de representacién
analitica de una funcién ([L]) por lo que era ain demasiado pronte para
establecer de forma sistemdtica el método de Fourler. S56lo J. Fourier en [F]
indicd con claridad edmo, dada una funcién, se pueden caleular sus coeficientes
de Fourier. De este modo establecid las bases de una de lag herramientas més
potentes de las Matemdticas: El Andlisis de Fourier o Andlisis Arménico. El
lector interesado por este apasionante pasaje histdrice puede consultar el articulo
de N. Luzin [L].

Una primera cuestidn importante que se plantea de manera natural es la
coincidencia de expresiones del tipo (2) y (5). Efectivamente, en la medida
en que para datos iniciales fijados (posicién y velocidad inicial de la cuerda)
la solucidn de (1) es tnica, y si las dos representaciones (2) y (5) son validas,
ambas han de coineldir.

Lsto es efectivamente asi. Consideremos uno de los términos involucrados en

(5). Por ejemplo cos (%) sin (47 z). Utilizando las férmulas trigonométricas
habituales vemos que

Ccos (’%t) sin (%z) % {:ﬁn (%{I + t]) + sin (%(z - t))}

% [fulz +t) + fu(z —t)]
donde

fulz) = sin (%”z) :

Tratande de un modo andloge los demds términos de (5) vemos que
efectivamente, la funcidn desarcollada en series de Fourler (5) puede ser escrita
en la forma (2) como superposicidn de dos ondas de transporte.

Esta simple observacidn ilustra el modo en que en un desarrollo en serie de
Fourier puede detectarse la velocidad a la que se propaga la funcion representada
por dicha serie. Efoctivamente, tal v como menciondbamos anteriormente, como
se desprende de la férmula de d’Alembert (2), la velocidad de propagacién en
el modelo (1) es uno. Esto puede observarse también en el desarrollo en serie
de Fourier (5) por el simple hecho de que a una oscilacién espacial sin{\»*-‘-f:i} le
corresponda una respuesta temporal de la forma ay sin(knt /L) + bg cos(kat/L).
Se observa asimismo que en la ecuacion de ondas considerada hay una ansencia

Il

de dispersidn, entendiendo per dispersion el fendmeno segin el cual los diferentes
componentes de Fourier se propagan a velocidades distintas, tal y como ocurre
en el clisico modelo de Korteweg-de Vries [KdV] para el avance de las olas o en
la ecuacitn de Schrodinger.
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Evidentemente, los efectos dispersivos hacen gue la forma de la solucién
cambie completamente en el tiempo.
Para convencerse de 6sto basta considerar la ecuacion de KdV linealizada:

Ug T gy = 0.
En este caso, si el dato inicial es de la forma

u(z,0) =) are™"™ (6)

E>1

la gsolucidn correspondiente es

T -
= Z: flj;E‘.'k s lelkﬁz {7]
k=1

Ohbservamos entonces que las diferentes componentes de Fourier de la solucidn
N T .

gon de la farma ™ "t E = f (K% - z) con fir(z) = ¢*7F. Por lo tanto,

cada componente de Fourier se propaga a una velocidad distinta —k*r®.

3 La dptica geométrica

La expresion (2) de la solucién de la ecuacién de ondas como superposicion de
dos ondas de transporte indica que en el modelo (1) la informacidn se propaga a
lo largo de las curvas caracteristicas. Las curvas caracter{sticas son poligonales
a trozos en el espacio-tiempo constituidas por segmentos de pendiente +1 que
se reflejan en la fronfera de la cuerda (tanto en el extremo z = 0, L) (véase fig.
3.1)

La misma filosofia es vilida en varias dimensiones espaciales. Consideramos
por ejemplo las vibraciones de una membrana o tambor que ocupa un ablerto 02
de I*. En este caso, si u = u(z,y,t) representa la deformacién de la membrana,
i.e. la altura a la que se encuentra el punto (z,y) de la membrana en el instante
£, el sistema que deseribe la evolucién de u viene dado por la ecuacién de ondas

bidimensional:
'i'_t.n—ﬁﬂ.:t], (3:-11'}En?f>0
uw =0, {z,y)ed,t>0 (8)

ulz,y, 0) = ug(z, y), wels, v, 0) = uy (= y), (=y) €0
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0 1, X
Fipura 3.1,

En {8) A denota el operador Laplace

52 B'.‘.

A= £l + B (9)
La primera ecuacion de (8) es la ecuacidn de ondas bidimensional, La segunda
ecuacidn de (8) proporciona una econdicidn de contorne que en este caso
representa que la membrana estd fijada en su borde (como en el caso de
un tambor). Las dos dltimas condiciones establecen los dates iniciales que
proporcionan la confignracién y veloeidad inicial de la membrana en el instante
t = 0 ¥ que permiten determinar de manera inica la solucidn .

También en el caso de la ecuacidn de ondas bidimensional ¢ incluso en
més dimensiones espaciales la evolucidn subyacense en el modelo (8) puede
entenderse o travis de la propagacidn a lo largo de las curvas o rayos
caracter(sticos. Sin embargo, con ¢ objeto de definir con claridad lo que es
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un rayo hemos de utilizar las nociones hasicas de Oplica Geomeélrice. Un rayo
es una poligonal a trozos que en el interior de la membrana £ se propaga en el
espacio tiempo en nna direccién constante y a velocidad une. Sin embarge, al
aleansar la fronlera el rave rebota segin las leyes de dplica geométrica: angulo
de incidencia igual al angulo de reflexidn. Véase la figura 3.2;

Figura 3.2,

Proyeceidn sobre § de un rayo,

Conviene observar que esta ley de propagacion v reflexion estd bien definida
siempre ¥ cuando el rayo no sea tangente a la frontera de € en cuyo caso pueden
ocutrir dos cosas. O bien el rayo no se madilica al tocar la frontera {véase la
figura 3.3) o hieu el rayo enfra en la frouters y adopta su forma curva hasta
salit nuevamente (véase |a figura $.4).

De este mode hemos definido los vayos. Sin embargo, el analisis de las
soluciones del modelo (8) a lo largo de estos rayos dista de ser tan simple
como en unga dimension espacial quedd de mamfiesto o través de la fBrmula
de d'Alembert (2). En realidad este andlisis exige de desarrollos asintdbicos
sofisticados. EI lector interesado podra consullar en particular los trabajos [B],
K], [R], [T] y [CLOT].
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Figura 3.3.

Figura 3.4,

Pero hasta aliora no hemos hablado més que de la propagacién de ondas
en un medio homogéneo, constituido por un Mnico material distribuido con una
densidad constante sobre un dominio (2. Como deseribimos segnidamente, en
el dmbito de los medios heterogéneos, parte de lo dicha hasta ahora deja de ser
valido v surgen nuevos lencmenos debidos al comportamiento de las ondas en
las iuterfases, Le. en los lugares en los que el material o su densidad cambian
de tipo.

Con el objeto de ilustear estos queves lendmenos consideremos e] ejemplo

a 5 .
de un tambor £ de 27 constituido por dos materiales. Bl interno fque ocupa
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la region central ©; y el externo que ocupa la corona 2, tal y como ilusira la
figura 3.5.

Como deciamos, el tambor estd constituido por dos materiales distinlos,
Suponemos que en §; la velocidad de propagacidn de las ondas es o;, mienlras
que en 2, la velocidad es ag, con a; > 0, a, > 0y a; # ¢.. Para describir las
vibraciones de este tambor conviene introducic dos funclones w; = we{z, 1, 1) ¥
. = wefx,y, 1), definidas en €; ¥ 0, respectivamente. Estas funciones han de

resolver las ecuaciones
g — A =0, (x, ) e, >0 {10)

o — @O0 =0, (g, 1) €82, 1 >0, (11)

Ademas, st suponemos que el tambor estd fijado en su borde exterior I habremos

de imponer la condicion de contorno

ue =0, (2, p) €T, >0, (12)

Figura 3.5,
Tambor constitnide por dos materiales que ocupan respectivamente G y 8,

Pero el sislewn no estard completo asta que hayamnos inlroditeido también

las condiciones de interfuse o de fransmision en la [rontera comvin v, Con
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el objeto de que ambas partes del tambor permanezcan unidas a lo largo de la
vibracidn hemos de imponer la condicién de continuidad de los desplazamientos:

Ui = Ue, (Z,9) Ev, £ > 0. (13)

Pero también la tensidn del tambor habré de ser la misma a amhos lados de .

Obtenemos asf la condicidn:
Au; Ol

iy = % g (z,y) €7, £> 0, (14)

siendo n el vector normal unitario a -y que apunta hacia 1, de modo que 8- /dn
denota la derivada normal en esta direccidn, i.e.

af fon=vf-n, (15)

siendo - el producto escalar Fuclideo.

La novidn de rayo o de curva caracteristica ha de ser modificada de acuerdo a
las condiciones de transmisién (13)-(14). Consideremes por ejemplo un rayo que
arranca de un punto de ©; en una determinada direccién tal y como se indica
en la Figura 3.6. Mientras el rayo permanece en §1; se trata de un segmento
rectilineo que se traslada a una velocidad a;. Al cabo de un cierto tiempo el rayo
alcanza la interfase 4. En ese momento caben esencialmente tres posibilidades:

(a) El rayo se refleja segin las leyes de la Optica Geométrica en £
(b) Bl rayo se refracta pasando a 1,

{¢) El rayo se divide en dos. Un rayo refractado que pasa a £, y otro reflejado
en £} (véase la Figura 3.6) .

Conviene recordar que el dngulo #, de refraccidon en funcidn del dngulo de
Ineidencia §; viene dado por la férmula (véase la Figura 3.7):

a; | sind, |=a, |sinf; |. (16)
De la férmula (16} se desprende en particular que cuando
@ > i, (17)

si el rayo proveniente de Q; incide sobre la interfase 4 de manera casi tangente
de mado que | sin§; | sen muy prixime a la unidad, entonees

a, | siné; |> 0; > a; | sinf. | . (18)
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Figura 3.6

Q

[

Figora 3.7.
Rayo refractade.

Cuando (18] ocurre, la ecuacidn {16) evidentemente no admite ninguna
solucidn @,  Por tanto no existe direccion de reflraceion v el ravo es
completamente rellejado en ;. Este heclio, en geometrias adecuadas (£
convexo, por ejemplo), puesde dar lngar a rayos que permanecen eternaments

capturados en el medio € (véase lo Fieura 3.8):
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B
< myo que
permanace en
+sin refracrarse

Figura 3.8.

Esto puede ser interpretado de dos ianeras distintas si bien equivalentes: Como
deciamos anteriorments, hay rayos y por tanto vibraclones del tambor que
permanecen capturadas en §;. O, visto de olre modo, hay vibraciones que
son invisibles o imperceptibles desde el medio exterior .

Este hecho Liene consecuencias evidentes en muchos prohlemas inversos o de
control que se plantean en el marco de las vibraciones en medios heterogéneos.
LEn la siguiente seccion deseribiremos algunas consecnéncias importantes en la
propagacion de sefiales sisinicas.

Conviene sin embarge hacer una matizacidn, Las vibraciones que se localizan
en £; no lo estan al 100%. Es deeir, estas vibraciones dan también lugar a una
pequeiia vibracion de la wembrana exterior 8., Lo que ocurre es que el ratio
entre la energin de la vibracian en €, y el de la vibracion en §; puede Lacerse
nwis ¥ mas pequeio a medida que la vibracidn se concentra o lo larga del rayo
capturado en £2;. ] inlino de este ralio es por tanto cero, lo cual no garantiza
que haya vibraciones que dejan inmovil §1,. De hecho este tipo de vibraciones
(aquéllas en las que la corona exterior de la membrana (2, permanece inmovil ) no
puede existir como se deduce Fdellmente del Teoreimn de Unicidad de Holmpgren
(wéase [J]).

Bl téorema de Unicidad de Tlolmgren es una eonsecuencin del célebra

Teorema de Canchy-Kowaleskaya, En este Trorema Sonia Kowalevekaya, en
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la segunda mitad del siglo XIX, culminéd con éxito el programa de resolucién
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) iniciado por Cauchy mediante
desarrollos en series de potencias. La idea de Cauchy, que describimos
brevemente, hoy en dfa nos puede resultar muy natural si bien en su momento
supuso una auténtica revolucién, Consideremos una EDO lineal en el que
tanto los coeficientes como log datos son funciones analiticas reales. Esto nos
permite desarrollarlas en series de potencias, Busquemos entonces la solucidn
del problema de valores inciales en esta misma clase de funciones analiticas. Para
encontrarla basta delerminar los sucesivos coeficientes del desarrollo en serie de
potencias de la solucién, Esto puede hacerse de forma recurrente a partir de los
coeficientes de los desarollos de los coeficientes de la ecuacién v de los datos.
Ahora bien, no es diffcil convencerse de que la expresién de estos coeficientes
se complica a medida que avanzamos en la recurrencia. Lo interesante de este
método es que, gracias al eriterio de la mayorante M de Welerstrass, se puede
probar sin demasiada dificultad la convergencia local de la nueva serie solucidn.
De este modo se produjo un avanee notable en la teoria de las EDO: Bl problema
de valores inciales para una ecuacién lineal con coeficientes analiticos admite una,
tinica solucidn local analftica. El método propuesto por Cauchy proporciona
asimismo un verdadero método de cdleulo efectivo de la solucidn.

Era sumamente natural pensar en extender este métode al marco de la
resolucion del problema de Caucy para EDP. Pero en esta extensién surgia
una nueva dificultad que describimos a continuacién. En el marco de las EDP,
los datos de Cauchy estin dados en una hipersuperficie que también habrd de
ser analitica. Pero la aniliticldad de la hipersuperficie puede no bastar puesto
que hay casos en los que el método de Cauchy parece no funcionar pues la
regla de recurrencia antes deserita no permite obtener de manera biunfvoca
los coeficientes de la solucion. Bl lector podrd convencerse [icilmente de ésto
analizando el problema de Cauchy para la ecuacion del calor en la hipersuperficie
=1

we— Au=10; wu(z0)=uplz);ulr,0) =ulz).

La ecuacién del calor es de orden dos y por tanto damos datos de Cauchy
tanto para w como para su derivada parcial v, con respecto al tiempo. Pero
el sistema resulta entonces estar subredeterminado puesto que la condicidn de
compatibilidad siguiente que se deriva de la ecuacién es una condicién necesaria

para la existencia de solucidn:
AT.I-U =Uj.

Preciswmente el problema de valores inicinles para la ecuacion del calor es uno

de los ejemiplos inds clisicos de EDP que todos los libros recogen en el que la

.
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solueidn puede ser obtenida explicitamente por convolucién con el niicleo de
Gauss, pero para ello sélo se impone un dato iniclal u(z,0).
En efecto, la selucién es entonces u = G # uy, siendo G el nicleo de Gauss

Gz, 1) = (drt) " exp (%ﬂ;]z)

v denotando mediante # la convolucidn en las variables espuaciales, v es la tnica
solucién “razonable” de

w—Au=0; ulz0)=ug(z),

sienco 7 el nimera de variables espaciales involucradas.

Kowalevskaya explicd de manera definitiva esta diferencia que se presenta
al abordar las EDO y las EDP mediante el método de Cauchy. Para que el
teorema de Cauchy sea vélido en el marco de las EDP es necesario que la
hipersuperficie sobre la que se lmponen los datos de Cauchy sea no caracterdsiica.
Las hipersuperficies caracteristicas son entonces las malas, aquéllas en las que
el método de Cauchy no funciona, como lo es la hipersuperficie t = 0, para la
ecuacidn del calor,

El teorema de Holmgren garantiza que cuando los ¢oeficientes de la ecuacidn
son analiticos y los datos son cero en una hipersuperficie no caracteristica
analitica, la Uniea solucidn es la nula. Esto puede parecer una consecuencia
trivial del tecrema de Cachy-Kowalevskaya, pero no lo es puesto que la
unicidad se garantiza para cualguier tipe de solucién (incluso las soluciones
distribucionales) y no sélo para las analfticas.

Pero puede parecer sorprendente que pretendamos aplicar este Teorema en
el caso que nos ocupaba de una ecuacidn de ondas con coeficientes constanfies
a trozos que presentan un salto a lo largo de una interfase,  Esto se puede
hacer en dos tiempos. Primero se aplica en ¢l dominio exterior £, de modo
que sl suponemos que la vibracidn deja inmdvil una parte abierta no vacla de
1. durante un tiempo suficientemente grande, por el teorema de Holmgren,
acaba dejando inmdvil todo £1,. En la interfase se detecta entonces la ausencia
de desplazamiento y de tensidn. Fsto permite ahora aplicar nuevamente el
Teorema de Holimgren en ) (puesto que la hipersuperficie interfase vertical en
el espacio-tiempo no es caracteristica) ¥ dedueir que tedo £2; permanece también
inmdvil.

De este modo vemos, como menciondbamos anteriormente, que no puede
haber vibraciones concentradas al 100% en el dominio interior £2;.
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4 Propagacion de senales sismicas

Un reciente articulo aparecido en Mundo Clentifico [CBBH] de cuatro gedlogos
franceses llustra muy claramente la importancia de las ondas localizadas que
acabamos de describir.

El problema que prescupa a este grupo de gedlogos es la gran intensidad
con la que se perciben en la ciudad de Grenoble (Francia) seismos de escasa
amplitud que en zonas no muy lejanas apenas son observados. Tal y coma los
autores del articulo explican se trata de un fendmeno local. En electo,

“la cindad estd construlda en el centro de un valle excavado por los
glaciares y repleto de sedimentos mucho mds fexibles que la roca
subyacente”

tal ¥y como ellos indican,
Lo que ocurre entonces es que, reproduciendo literalimente parte del texto

de [CBBH],

“Las ondas se propagan mas deprisa en un medio rigido que en un
medio blando, y el contraste de velocidad en el limite entre los dos,
s0lo deja pasar bien la energia sismica de lo rigide a lo blando. La
consecuencia es que una ver en la cuenca las ondas casi no pueden
escapar. Se reflejan entonces en la superficie y en las paredes rocosas.
Estas reflexiones sucesivas conducen a fendmenocs de resonancia a
determinadas {recuencias que se traducen en la superficie en fuertes
amplificaciones de los movimientos del suelo y en un aumento de
su duracion. Se comprende ficilmente que las consecuencias pueden
ser dramaticas cuande estas frecuencias amplificadas corresponden
a frecuencias de resonancia de los edificios”.

Estos pasajes de este articulo divulgative ilustran con claridad cdémo los
fendmenos de localizacién de ondas descritos en el apartado anterior pueden
observarse en la naturaleza en el contexto de las ondas sismicas y hasta qué
punto pueden ser importantes en nuestra vida cotidiana.

En la Figura 4.1 ilustramos el fendmeno que se deseribe en este articulo y
que es coherente con el andlisis de la seceidn anterior. Bl medio blando 0 esta
rodeado por el medio mids rigido £1,. Una onda proveniente de £l entra en £);
pero gueda capturada en su interior indefinidamente puesto que la energla no se
transmite desde ©; a Q.. A medida que aumenta el ratio entre la velocidad de
propagacidn en el medio rigido v el medio blando este fendimeno se acentia, En
efecto, con la notacidn de la seccidn anterior, cuanto mds grande es el cociente
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a7, mayor es el abanico de dngulos de incidencia f; que dan lugar a ondas
que permanecen atrapadas en §; sin refractarse en absoluto, Esto hace posible
que se tenga la situacion de la figura 4.1 en la que la onda, una vez en £; puede
incidir en la interfase con un dngulo de 45° sin que haya transmision de enerpia
a .. Basta para ello con que a./a; > 2.

El articulo antes citado concluye subrayando la importancia de los estudios
tedricos y numericos que se estan desarrollando en este lerrena, Efectivamente,
tal y como ellog explican, el teto en la actualidad consiste en predecir si las
normas impuestas a las empresas de construceidn de edificios tradicionales son
suficientes o 1o para garantizar la robustez de los edificios en caso de seismios
de una magnitud 5,5 que no se pueden excluir,

Q

Figura 4.1,
Rayo que, proveniente de ., queda indefinidamente capturado en ;.

La prediccion del comportamients de las construcciones humanas durante los
sefsmos y su control constituyen uno de los grandes retos de la ingenierfa
en nuestros dins en los que las Malemdlicas vy la simulacidn numérica
necesariamente desempenian y habran de seguiv desempenando un papel central
(véase por ejemplo [BR] y [8i]). Tal y como ha quedado de manifiesta, el
“ingenuo protagonisia” es, una vex mas, la ecuacion de ondas.

5 Problemas inversos

Tal y como hemos mencionado en ln introduccidn, con [recuencia, los
problemas que se plantean en el dmbito de las aplicaciones teenolégicas, si
bien invelueran Ecuaciones Diferenciales Ordinarias o Parciales (EDO/EDP)
no pueden formularse en el marco clisico de Jos problemas de Canchy o de
conlorng il los que se siponei conocidos los pardmetros de la pcuacion y los
tdiversos datos v se frala de caleular (analitica o mumnéricanente) la solueidn (o

probar su existencia y unicidad), sino que se Grata de problemas inversos en los
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que hemos de identificar los pardmetros de la ecuacidn a través de informaciones
parciales o globales sobre las soluciones que somos capaces de medir y observar
de forma experimental.

La tearia matemitica sobre problemas inversos estd hoy en dia muy
desarrollada y ha adquirido un alto grado de sofisticacién, El lector interesado
puede consultar, por ejemplo, la monografia de V. Isakov [I] y su bibliografia.

Son muchos los problemas de la vida real en los que nos encontramas con
problemas inversos. Cabe mencionar por ejemplo la prospeccién petrelifera, la
exploracién del subsuelo y diversas aplicaciones médicas como por ejemplo la
tomografia computerizada, entre otros. Hay otres problemas de caricter méds
académico pero de gran belleza. Entre ellos cabe destacar el problema cldsico
conocido como “Can one hear the shape of a drum?", o, ;Puede escucharse
la forma de un tambor?. Obviamente, estamos aqui haclendo referencia a
“tambores matematicos” en los que la forma puede ser la de un abierto arhitrario
del plano.

Desde un punto de vista matemdatico, para formular de manera precisa el
prablema, hemos de introdueir ¢l espectro del Laplaciano con condiciones de
contorne de Dirichlet en un dominio acotado (@ de It®. Conviene recordar gue
el Laplaciano es el operador de Laplace introducido en (7). Se trata de los
mimeros A, denominados eutovelores, para los cuales la ecuacitn eliptica

{ —-Ae=2de, (my)eEN

e=0, (z.1)€c o0 (19)

admite una solucidn no trivial e = elz, ) Z 0.

La analogfa de este problema de autovalores con el asociado a una matriz
es clara. Cabe sin embargo resaltar que, en el marco del Laplaciano, hemos de
imponer también la condicion de Dirichlet que garantiza que e = 0 en la frontera
del dominio £}, lo cual refleja que el tambor estd fijo en su borde. Obviamente,
pueden considerarse otras condiciones de contorno, en funcién del problema
fisico considerado.

Conviene observar que este problema espectral surge de manera natural
cuando se desarrolian en series de Fourier las soluciones de la ecuacion de ondas
o del calor. Por tanto, su relevancia va mucho alld del problema inverso que
aqui nos ocupa.

La teorfa de descomposicidn de operadores autoadjuntos compactos permite
probar la existencia de una sucesion de autovalores reales positivos de
multiplicidad finita {A; }iz1 que tienden o infinito y de forma gque la sucesicn
de autofunciones correspondientes constituyan una base ortonormal de L*(Q)
(el espacio de Hilbert de las funciones de cuadrado integrable definidas en ).
Mis brevemente, a cada dominio @ {a cada forma del tambor) le asignamos de
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este modo una suceslon no decreciente de nimeros positivos {A;};>1 que tiende
a infinito.

El problema inverso al que haciamoes referencia consiste en determinar la
forma del tambor £ a través del espectro.

Recientemente se did una respuesta negaiiva al problema exhibiendo does
dominios poligonales (y no convexos) distintos que daban lugar al misme
espectro. Pero, a nuestro entender, el problema permanece ain abierto si nos
limitamos a clases de dominios regulares y/o convexos. El lecter interesado
puede consultar el articulo recapitulative de A. Sdnchez-Calle 4 este respecto
[8C).

Antes de continuar describiendo otras situaciones en las que estos problemas
inversos inlervienen conviene reflexionar un momento sobre lag herramientas
matemdticas a nuestra disposicidn a la hora de abordarlos. No tardaremos
mucho en caer én la cuenta de que la herramienta por excelencia a la hora de
estudiar este tipo de problemas es el Teorema de la Funcidn Inversa (TFI).
En efecto, los problemas inversos que normalmente se plantean suelen ser de
cardcter penuinamente no lineal. Esto quiere decir que la aplicacidn involucrada
en el problema y que hemos de invertir es habitualmente no-lineal. En el gjemplo
anterior la aplicacion a invertir es aquélla que a un dominio £ asocia su espectro
{Aj}i=1. Se trata efectivamente de una aplicacidn genuinamente no-lineal,

Como deciamos, el TFI es la herramienta adecuada para abordar los
problemas inversos puesto que garantiza la invertibilidad local de una aplicacién
siempre y cuando ésta sea regular (basta con que sea diferenciable) y sn
diferencial sea invertible. Vemos por tanto que la resolucidén del problema
inverso pasa por un estudio detallade del problema directo puesto que hemos
de comprobar si la aplicacién a invertir, la que proporciona el problema directo,
es regular v su linealizada invertible.

Es por ello que el andlisis de un problema inverso viene habitualmente
precedido por el estudio detallado del problema directo eorrespondiente.

Conviene recordar que el TT'T proporciona resultados de cardcter puramente
local y que la obtencién de resultados plobales necesita normalmente de
desarrollos adicionales puesto que rara vez se pueden aplicar directamente
las versiones globales del TFI (que garantizan gue la aplicacién no-lineal es
globalmente invertible st la diferencial en todo punto lo es v con normas
uniformemente acotadas; i, e, con una cota independiente del punto donde
calculemos la diferencial). Para ilustrar este hecho consideremos un par de
ejemplos. Consideramos la funicidn real de una variable real flz) = . Su
derivadaes f'{x) = ¥ que es distinta de cero en todo punto. En cada punto 24 la
diferencial f'(zq) = ™ actia como unaaplicacion lineal: Loy =< flzp), v >=
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ey que es invertible, siendo su inversa, L;“ly = ¢~ "0y, Por tanto se deduce del

TFI que la funcidn e” es localmente invertible (e* establece una biyeccién de un
entorno de cada punto z; en un entorno de su imagen €¥?). Pero, obviamente, no
es globalemnte invertible pues e” es un nimero real positivo para cada real z, y
por tanto los mimeros negativos quedan fuera de la imagen de e®. Esto es debido
a que la inversa de la diferencial, €759, no estd inferiormente acotada cuando
#p tiende a —oo. Sin embargo la funcidn g{z) = 2z + sin(x) es globalemente
invertible puesto que su diferencial g'(z) = 2+cos(z) es invertible en cada punto
con inversa [2 + cos(2)] ™! uniformemente acotada entre 1/3 ¥ 1.

Para concluir esta seccidn presentamos un problema inverso relacionado con
la ecuacion de ondas que nos ocupa y que poademos resolver completamente.

Consideramos una cuerda de longitud L desconocida que vibra segin el
sistema

{uu~u”=0, O<az<l, £>0 (20)

uw(0, ) =u(L, ) =0, ¢+>0

al estar fija en sus extremos z =0 y L.

Suponemos que, a través de un sensor, podemos medir la tensién que las
vibraciones de la cuerda producen en el extremo r = (. Obviamente, al
desconocer la longitud total de la cuerda L desconocemos la ubicacion del otro
extremo x = L. Lo que si sabemos es que la cuerda estd fija también en el otro
extremo,

iPodemas identificar la longitud L a través de las mediciones que el sensor
proporciona de la tensién en el extremo conocido ¢ = ()7

La respuesta es, como vamos a ver, afirmativa.

Como indicamos anteriormente las soluciones de (20) pueden desarrollarse
en series de Fourier del siguiente moda:

ulz,t) = Z [ sin (krt/L) + by cos (kat /L)) sin (krx /L) . (21)
k>l

La tensin en el extremo z = () viene dada por

(0, 8) = Z LTW [oe sin (kwt /L) + by cos (kxt/L)] . (22)
k21
Se observa que la (ensidn es siempre una funcién periddica de perfodo
2L. Por tanto, la perindicidad de la tension (2L) estd relacionada de manera
univoca (y en este caso lineal) con la longitud L de la cuerda. Esto responde
afirmativamente al problema inverso planteado,
Pero cabe plantearse atin una cuestifn mag. ;Cudntag mediciones hemos
de hacer en z = 0 para determinar completamente la longitud? Dejamos esta
cuestién para el lector interesado,
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Como hemos mencionado en la introduceién, son muchos los contextos en
los que se plantean problemas inversos. Entre ellos cabe destacar la prospeccién
petrolifera, las numerosas aplicaciones médicas (tomograffa computerizada,
etc.), radares, etc. En realidad, como hemos visto, cada vez que el TFI se aplica
estamos, esencialmente, resolviendo un problema inverso, §i reflexionamos un
poco a este respecto nos daremos cuenta de cémo de habitual es enfrentarse a
problemas inversos en la vida diaria que, sin embargo, resolvemos a menudo,
afortunadamente, sin apelar al TFL

6 Simulacién numeérica y ondas espiireas

Tal y como mencionabamos més arriba y como se pone de manifiesto en el
articulo sobre ondas sfsmicas al que hemos hecho referencia en la seccién 4, en
muchos problemas ce la vida real es necesario un andlisis ripuroso de fendmenos
de ondas que han de ir acompanades de simulacionss numéricas,

La gran potencia de edlculo de los ordenadores de hoy nos permite realizar
en nuestro ordenador personal y /o portaiil caleulos muy sofisticados que hasta
hace unos afios exiglan trabajar con los mas grandes ordenadores. Esta potencia
de cdlculo no va a hacer mds que aumentar en los préximos afios. Cabe
entonces plantearse la sigulente cuestion ; Es necesario continuar con un andlisis
matemdtico riguroso de las ondas o podemos simplemmente confiar en nuestra
creciente caparidad de edleulo vy de simulacién numérica?

No es facil responder a esta pregunta. Si uno reflexiona con rigor sobre la
misma enseguida se dard cuenta que, para responder con total certeza a esta
cuestion es necesario realizar un andlisis matematico riguroso de la adecuacion
de los esquemas numéricos planteados al problema en cuestion. Pero entonces,
implicitamente, estamos respondiendo negativamente a la pregunta planteada.

Nos encontramos pues ante la paradoja de necesitar responder negativamente
a la cuestién para poder reflexionar seriamente sobre la misma.

A pesar de esta aparente paradoja son muclos los que creen que las
Matem:iticas, en el sentido que las hemos entendide en este siglo, tienen sus
dias contados, al menos en el contexto de los problemas abordados en estas
notas, y que todos y cada uno de los problemas pueden ser resueltos a base de
caleular més y més con nuestro ordenador que mejorard sus prestaciones cada
dia.

En esta seccidn viumos a retomar el problema del final de la seccién anterior
para concluir que: Efeclivamnente, mediante métados numéricos aderuados, se
puede simular la realidad del modelo continuo de manera satisfactorin. Pero, el
desarrollo de métodos numéricos adecuados exige un anglisis matemdtico previo
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muy fino.

Al final del camino nos encontraremos pues con una respuesta sumamente
saloménica y tendremos que rendirnos ante la evidencia de que sélo combinando
un estudio tedrico riguroso y los métodos numéricos se puede avanzar con paso
firme, atin a riesgo de hacerlo un poco mds lentamente.

Retomemos por tanto las ecuaciones de la vibracion de una cuerda de
longitud L fija en sus extremos x = 0, Lt

uu_u:::u; U'<:I'.<L, t=0
u(0,£) = (L, ¢) = 0, t>0 (23)
u‘(mru) = ﬂo[:z), UB(IlOJ = ul{j:)l O<z<l.

Como ya habiamos indicado, las soluciones de (23) pueden desarrollarse en
series de Fourier:

u(w,t) =" [ay sin (kwrt/L) + by cos (krt/L)] sin (kwz /L) (24)
k=1

con coeficientes {ag, bk}kgl que  vienen delerminados univocamente por los
datos iniciales {ug(z), ui(z)} de modo que

ug(z) = Zb;‘ sin (%E) s ulz) = % zkﬂksin (k?x) . (25)

k1 E>1 ’

Conviene también observar que (23) es un modelo puramente conservativo
en el que no se tiene en cuenta ningin fendnemo de rozamiento y/o disipacidn,
Este hecho queda perfectamente de manifiesto en la ley de conservacidn de la
energia

1. p* " ;
E(t) = E[ [I ue(z,8) [ + | vz, t) |'] dz = Cle. (26)
]
En efecto, se tiene
ak
i (YR 27
dt O (27)
puesto que
dE(t 2
% = -[D ['U-::'ﬂ-::t + 'U-aur.c]dfﬂ
L

L
{[—ttez + uge) e} dr + wp(z, Ouy (2, 8) | =0 (28)
1] a

gracias a la ecuacion y a las condiciones de conjorna.
A la hora de aproximar numéricamente las soluciones de (23) la primera
iden que surge de manera natural es la de introducir uga semi-discretizacién
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en espacio para aproximar (23) mediante un sistema lineal de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Para ello, dade un nimerc natural N descomponemos el intervalo [0, L]
que ocupa la cuerda en reposo en N subintervalos iguales. Con este ohjetivo,
introducimos la particién del intervalo [0, L):

go=0,2; =jh, j=1,---,N+1 (29)

donde
h=L/(N+1), (30}

Aproximamos la funcién u(z,t) mediante N + 2 funciones que dependen
exclusivamente del tiempo £

uﬂ(t)|"'1ul"-'-l-l Et} (311

Cada funcidn u;(#) proporciona una aproximacion de u(z, t) en el punto z; = jh
del mallado.

Hemos de introducir un sislema de EDQ que determine las funciones
{u;(#)}i<o0,....nv41 de manera tdnica y que proporcione una buena aproximacién
de u. Para ello, mediante el desarrollo de Taylor observamos que

w8 + iz, ) — 2u(;, t)

h? ’
Por lo tanto parece natural reemplazar la ecuacién de ondas por las ecuaciones
diferenciales

Uz (Tj, F)

[tt40 (£) + i1 (8) — 2u;(1)]
h#
para los puntos interiores del mallado correspondientes a los indices § =
1,04 V.
Por otra parte, las condiciones de que la cuerda estd fija en sus extremos se
reflejan en que

Wl () - =0,1>0

gt} =unpa (t) = 0,2 > 0.

Obtenemos ast el sistermna de ecunciones diferenciales
1
="+ h—z.rsz =MhLt>10 [:32}

donde el vector ¥ = (uy,+--,un)’ (excluimos los valores extremos ty ¥ U
puesto que uy = up4 = 0) siendo A o matriz tridiagonal N x NV con valor
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constante 2 en la diagonal principal ¥ con valor constante —1 en las diagonales
superior e inferior. En el caso N = b esta matriz es de la forma

2 -1 0 0 0
1 2 -1 0 0
0

=1 & =1 (33)

Se trata de una matriz tridiagonal, simétrica y definida positiva.

Los autovalores y antovectores de A se conocen explicitamente. Recordemos
que el niimero A es un autovalor de la matriz A si existe un vector e tal que
Ae = Me, En efecto, en el caso que nos ocupa,

hlgA(? = J\kEk (34)
s1 y solamente si
M= ;—gsin* (%) (35)
y (médulo una constante multiplicativa)
sin{kwh /L)
.i—‘f’; _ sin{2kmh/L) (36)

sin{Nkrh/L)
para k=1,...,N.

Conviene cbservar que los autovalores y autovectores dependen de h =
LN 4+ 1) o, 1o que es o mismo, de N, puesto que la matriz A es de dimension
NxN.

Conoclendo el espectro de A se puede dar la expresién de la solucion general
de la semi-discretizacitn (32). En efecto, tenemos

(L) = g {a;‘ sin (\/)Tﬂft) + by, cos ( )&ﬂjt)} gf (37)

La expresion (37) es andloga a la obtenida en (24) para la solucién general
de la ecuacidn de ondas mediante series de Fourier. Conviene shservar que:

= Eu (37) tenemos una suma finita para k= 1,---, N, pero N — oo cuando
o=+ 0 Ba decir, lasuma fintta (37) se convierle en una serie de la forma
(24) cnando el peso b del mallado se afingg
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e Para cada £ fijo, los autovalores

;ﬁ.E,‘TE
Iz
cuando b — 0 que son los antovalores que surgen 1l la descamposicén en

series de Fourier (24) de las soluciones del problema continuo:

A (38)

e Los autovectores ¢f no son mids que la evaluacidn de las autofinciones

sin{krz/L) del problema continuo en los puntos del mallade.

Por tado ello, (32) s, o lodas luces, una buend apraxinmacion de la ecuacion
de ondas (23). En realidad, no es dificil comprobar que, sonocidos los datos
tndciales {ug, uy}, si resolvemos (32) con los datos iniciales naturales

{ PIE[U) =ug; =uofx;), j=1,--+,N 3
te_,-{t]}:r.r.-d:m{rj)., =] s i (39)
las soluciones de (32) cuando h — 0 convergen a las de (23).

Un andlisis un poco mis rigiroso de ka proximidad entre (37) ¥ (24) plantea
de manera natural edmo de uniforme es la convergencia de los autovalores A
con respeclo a k.

En la siguiente figura representumos las riices cuadradas de los auntovalores
del problema continua y del problema discreto para L = 7.

profema condirao

v

pretilema discrela
—

Figura G.1.
Prabiléma continue: 3 = 1,

Prablema discrelay/k = Zain L2,
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Esta grifica pone de manifiesto que la curva de autovalores del problema
discreto se separa de manera importante de la eurva (recta) correspondiente a
los autovalores del problema continuo en cuanto k aumenta.

1 Qué repercusion tiene este hecho?

Volvamos al problema inverso analizado en la seccidn anterior en el que se
trataba de identificar la longitud L de la cuerda a través de las mediciones de
la tensidn de sus vibraciones en el extremo z = 0. Obtuvimos una respuesta
satisfactoria observando que las soluciones de la ecuacidn de ondas en el intervalo
de longitud L son periddicas de perfodo 260,

Caleulemos ahora la tensidn en # = 0 asociada al sistema semi-diereto.
Habida cuenta que

u=(0,2) ~ [ulz1,t) — u(0,8)] /h (40)
parece natural definir la fensidn disereta del signiente modo:
i
r(t) = "“‘,f ), (41)

En virtud de (37} la tensién (1) asociada a una solucidn del sitema semi-discreto
(32) viene dada por

N

T4} = %Z [ak sin (\/.JT’;J) + by, cos ( Aﬁl)] sin (ﬁ%} . (42)

k=1

Comparemes el comportamiento de las tensiones discretas (42) en relacién
a las de la cuerda vibrante real (que, sabemos, son fnciones periddicas del
perioda 2L).

Para hacerlo, considerameos soluciones particulares de (32) lo mas simples
posilile, Para ello tomamos coeficientes

=0, Yk=1,- N (43)
”
0, k=1 N -2 . .
— . — R — 3 - —_— e T W L5
B =0 E= e NS aNes = IV - DakyL) ™™ ™ sin (Nmh/ L) :
(44

de modo que la solucidén correspondiente de (32) sea

N1
. sin (»,,*Ahw_‘l‘) '_f:n sin (\M}}'t) E}:r (45)
w(t) =h gin((N — 1)xh/L) B sin(NahjL) ?
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v la tensidn discreta correspondiente

r(t) = sin (\/)th — sin ( A;;‘t). (46)

Es ficil comprobar que los coeficientes ay—1 y ay son del orden de L/27 v
—L/2x respectivamente cuando b — 0. Por tanto la energia de la solucidn (45)
del problema semi-discreto (45) es del orden de la unidad.

Sin embargo, jqué ocurre con la tensién semi-discreta 7(t) de (46)7

Conviene observar que

2 Nah 2., {{N e l} + I}Tl'h
N = Nah) _ 2
\/‘q A 'ﬂ( 5T, ) 7, Sin (__—__2L
— 2| (W =Lk fmh +oos (W = UmhY _ (wh
ok 2L el 73 R L, il o

_. irh e 2. fah (N = Lah
= ¢08 (ZL) VA h+ M sin (E) cos (—QL—

_ =k N1 2wy L ek
= LUE(EL) AL +hhln(ﬁ)bln (T)

Por tanto

2
N [ (52)] + 2sim () i ()

= O/ AN + O(h) = O(h).

Utilizando entonces el desarrollo de Taylor vemos que
() |= Oh) | ¢]. (47)

LQué quiere decir (47)7

Esta cota significa que, para detectar que la solucién del problema semi-
discreto tiene una energfa total del orden de la unidad, habremos de medir su
tension durante un intervalo temporal del orden de 1/h. Evidentemente, este
fenémeno no hace mds que agravarse cuando it — 0, pues lns mediciones habrian
de hacerse en intervalos temporales que tienden a infinito.

De este modo se pone de manifiesto la inadecuacién del esquemna semi-
discreto (32) a la hora de abordar el problema inverso de la determinacién
de la longitud de la cuerdn a través de la tensién,

Y, sin embargo, tal v como Labiamoes mencicnade, (32} es un esquema
satisfactorio a la hora de obtener una buena aproximacién de las soluciones
de (23) para datos iniciales fijos,

iQué estd ccurriendo entonces? En un problema inverso desconocemos
absolutamente la {orma en que la energia de lus soluciones puede distribuirse
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sobre las diferentes componentes de Fourier. Por ello, una convergencia puntual
del espectro como en (39), para cada k fijo, es insuficiente ¥y precisamos
convergencias uniformes con respecto a k.

Pero, tal y como se desprende de la figura 6.1, en el caso presente, la rapidez
de la convergencia se deteriora muy rdpidamente cuando k aumenta.

1Qué podemos hacer entonces? JHay alguna forma de “arreglar” el
esquema numérico (32) para garantizar su buen comportamiento en el problema,
inverso? Curicsamente esto puede hacerse pero a base de despreciar parte de la
informacién que el esquema numérice proporciona.

Retomemos la solucion (37) que el esquema numérico proporciona. De la
figura 6.1 se desprende que la proximidad del espectro continuo ¥ numérico
mejora cuando nos limitamos a considerar autovalores correspondientes a indices
k< 0N con d > () pequeiio.

{Qué ocurre entonces cuando truncamos la suma (37) para considerar

8N .
To(t) = Y [ﬂ,,,s-m (\/,Ez) By (\/}.ft)] P (48)
k=1
con<d<1?

Evidentemente, al hacerlo, estamos despreciando parte de la informacién
que el esguema numérico proporciona. Pero estamos precisamente despreciando
aquéllo que corresponde a las altas frecuencias que producen las patologias que
acabamos de deseribir.

Se puede efectivamente probar que la solucidn filtrads tiene un mejor
comportamiento que la solueién completa. En efecto, por una parte, para datos
iniciales fijos y 0 < § < 1 también fijado, la solucién truncada (48) del problema
setni-discreto converge cuando k — 0 a la del problema continuo. Por otro,
utilizando resultados cldsicos de series de Fourier no arménicas (véase [1Z]}, se
puede probar que, en el contexto del problema inverso, las soliciones numéricas
fltradas (48) tienen un buen comportamiento pues la medicién de la tension a lo
largo de un intervalo temporal del orden de 2¢(8) L proporciona una informacion
completa sobre la solucidn.

De acuerdo con la figura 6.1 y el sentido comin se observa que el pardmetro
a(d) satisface:

o al(d) = 1,6 = 0;
e g(d) =+ o0, d— 1.

1 Qué quiere esto decir?
Que a medida que § decrece; la solucidn numérica filtrada reproduce un
comportamiento mas préximo 4 la solucidn real del sistema continuo (23).
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Nog encontramos asf ante un hecho aparentemente paraddjico. Filtrando més
y mas las altas frecuencias numéricas, Le. usando cada ver menos informacion
de todo lo que el esquema numérico proporciona, nos encontramos mas cerca de
la realidad.

Tal ver esto contribuya a que todos refllexionemos un poco sobre si la
creciente capacidad de cdleulo que los ordenadores proporcionan es, en si misma,
una garantis de progreso.
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